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A formla of obtaining the number of polynimial expansion 
combined terms based on the "Yanghui triangle"
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Abstract: The history of ancient Chinese mathematics once had its own brilliant chapter, and the discovery of Yanghui 
Triangle is a very wonderful page. The Yanghui Triangle was discovered by the ancient Chinese mathematician Jia Xian 
in the 11th century and quoted by the mathematician Yang Hui in his book of the Southern Song Dynasty, so that we can 
understand Jia Xian's great contribution to mathematics today. "Yanghui Triangle" has always been a very interesting 
part of middle school mathematics learning. Through training students' understanding of "Yanghui Triangle", students 
can have stronger thinking ability of combination of number and form. This paper breaks away from the traditional 
research content of the coefficients of "Yanghui triangle", innovatively studies the relationship between Yanghui triangle 
and polynomial expansions, and proposes a method to quickly determine the final number of polynomial expansions 
under different powers.
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基于“杨辉三角形”得到 展开式合并项数公式
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摘  要：中国古代数学史曾经有自己光辉灿烂的篇章 , 而杨辉三角的发现就是十分精彩的一页。 杨辉三角是中
国古代数学家贾宪在公元 11 世纪发现 , 并被南宋数学家杨辉在他的书中所引述 , 才使我们今天得以了解贾宪在
数学上的重大贡献 。 “杨辉三角形”一直是中学数学学习中十分有趣的部分，通过培养学生对“杨辉三角形”
的理解，让学生具备更强的数形结合的思考能力。本篇文章摆脱传统的“杨辉三角形”各项系数的研究内容，
创新地将杨辉三角形与多项式展开式合并最终项数的关系进行研究，并提出了一种快速确定不同幂次下的多项
式展开式合并最终项数的方法。
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1 引言

杨辉三角形从提出开始，就被巧妙地运用于数学

学科的各个方面，尤其在数列、二项式定理、排列组

合等。[1]在所有的数学内容中，以杨辉三角与二项式

系数的关系应用最为广泛。当然，对于“杨辉三角

形”的探索还远远没有停止，笔者在此前的文章中曾

经证明了基于 “杨辉三角形”推导 (a+b+c)n 展开式各

项系数的方法，大大降低了运算难度和繁琐程度。[2-4]

在这篇文章中，我们将变化讨论角度，希望通过对于

“杨辉三角形”性质的研究，得到它与 展

开式合并后项数的关系。

2 “杨辉三角形”推导                展开式合并

后项数方法举例

关于用“杨辉三角形”推导                展开式合
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并后项数的方法，我们令k=2，n分别等于0,1,2,3,4，

则将n为不同值时的式子展开并合并，很容易得到

M2,0=1，M2,1=2，M2,2=3，M2,3=4。进一步，我们观

察杨辉三角形，并发现红框所在范围的数字序列

恰好能够满足(a+b)n的项数排列，而红框所在范围

的通项公式为 。其中n次展开式的项

数即为在杨辉三角形中n+1行从左向右第2个数。

接 下 来， 我 们 令 k=3，n 分 别 等 于 0,1,2,3,4，

则 将 n 为 不 同 值 时 的 式 子 展 开 并 合 并， 很 容 易 得

到 M3,0=1，M3,1=3，M3,2=6，M3,3=10。 进 一 步， 我 们

观察杨辉三角形，并发现红框所在范围的数字序列

恰好能够满足 (a+b+c)n 的项数排列，而红框所在范

围的通项公式为 。其中 n 次展开式的项

数即为在杨辉三角形中 n+2 行从左向右第 3 个数。

我 们 令 k=4，n 分 别 等 于 0,1,2,3,4。 首 先 我 们 假

设                     展开式合并后的项数为 M(k,n)，则我们可

以得到 (a+b+c+d)0=1，则这时 M4,0=1，即项数为 1，又

我们可以得到 (a+b+c+d)1=a+b+c+d，则此时 M4,1=4，

又我们可以得到 :

(a+b+c+d)2=a2+b2+c2+d2+2ab+2ac+2ad+2bc+2bd+2cd

则此时 M4,2=10。另外，在下图杨辉三角形中，

我们发现红框所在范围的数字序列恰好能够满足

(a+b+c+d)n 的项数排列，而红框所在范围的通项公式

为 ，其中 n 次展开式的项数即为在杨辉三

角形中 n+3 行从左向右第 4 个数。

3 “杨辉三角形”推导 展开式合并

后项数方法步骤整理

该方法的主要步骤可以概括为以下两步：

首先，确认展开式中的 n 与 k 的值；

其次，画出杨辉三角形，并在杨辉三角形中找出

第 n+(k-1) 行中的第 k 个数则该数即为                  展开

式合并后的项数 M(k,n)。

4 “杨辉三角形”推导 展开式合并

后项数方法的证明

我们首先，我们推导                 展开式的项数，将                      

展开式                     合并后，每一项的除系数以的部分

可以表示为 ，且 ，tm ∈ N，
则                    展开式的项数问题就转化成了                       

，tm ∈ N 的一个多元一次方程的非负整数解集的个数

问题。可以得到该方程非负整数解集的个数就等于原

式展开合并项数 M(k,n)。

关于多元一次方程的非负整数解集个数的问题，

我们可以思考一个组合问题，即共有 n 个相同的球以

及 k-1 个隔板，将这 k-1 个隔板放在这 n 个球当中，

将这 n 个球分成 k 份，则球和隔板一共有 n+(k-1) 个

位置，并且需要在这 n+(k-1) 个位置中找到 k-1 个隔

板的位置，则找法共有 种，则该数就是上述
多元一次方程的非负整数解集的个数，也是原式展开

合并后的项数 M(k,n)。又在杨辉三角形中，第 n+(k-1)

行中的第 k 个数的值为                ，这个值和 M(k,n) 的值

相同。则命题得证，即杨辉三角形第 n+(k-1) 行的第 k

个数即为                     展开并合并后的项数。

与之前很多杨辉三角形的研究类似，这篇文章我

们也将杨辉三角形与 k 项式展开合并式结合了起来，

但是传统的杨辉三角形与 k 项式的研究更多关注的是
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杨辉三角形与 k 项式展开式系数之间的关系，而这篇

文章中，我们将视角转向了 k 项式展开合并式的项数

问题上，在不用对 k 项式展开的情况下，利用杨辉三

角形迅速得到                  展开式合并后的项数。[5-6] 杨

辉三角形完美地将数学中的数与形结合了起来，通过

对杨辉三角形性质的不断挖掘，我们可以更好地探讨

数学的别样魅力。

5 数值验证

以上我们提出了一种基于“杨辉三角形”确定多

项式展开式合并最终项数的方式。该章节中我们取不

同的输入数值，验证该方法的正确性和鲁棒性。我们

分别取k=5,6,7，n=0,1,2,3,4作为输入数据进行验证。

首先，我们取我们令k=5，n分别等于0,1,2,3,4。首

先我们假设                展开式合并后的项数为M(k,n)，则

我们可以得到(a+b+c+d+e)0=1，则这时M5,0=1，即项数

为1，又我们可以得到(a+b+c+d+e)1=a+b+c+d+e，则此

时M5,1=5，又我们可以得到

(a+b+c+d+e)2=a2+b2+c2+d2+e2+2ab+2ac+2ad+2bc+2b

d+2cd+2ae+2be+2ce+2de

则此时M5,2=15。另外，在下图杨辉三角形中，

我们发现红框所在范围的数字序列恰好能够满足

(a+b+c+d+e)n的项数排列，而红框所在范围的通项公式

为  ，其中n次展开式的项数即为在杨辉三

角形中n+4行从左向右第5个数。

其次，我们取我们令k=6，n分别等于0,1,2,3,4。首

先我们假设                      展开式合并后的项数为M(k,n)，

则 我 们 可 以 得 到 ( a + b + c + d + e + f ) 0 = 1 ， 则 这

时 M 6 , 0 = 1 ， 即 项 数 为 1 ， 又 我 们 可 以 得 到

(a+b+c+d+e+f)1=a+b+c+d+e+f，则此时M6,1=6，又我们

可以得到

(a+b+c+d+e+f)2=a^2+b^2+c^2+d^2+e^2+f^2+2ab+2ac+2

ad+2bc+2bd+2cd+2ae+2be+2ce+2de+2af+2bf+2cf+2df+2

ef

则此时M6,2=21。另外，在下图杨辉三角形中，

我们发现红框所在范围的数字序列恰好能够满足

(a+b+c+d+e+f)n的项数排列，而红框所在范围的通项公

式为 ，其中n次展开式的项数即为在杨辉

三角形中n+5行从左向右第6个数。

最后，我们取我们令k=7，n分别等于0,1,2,3,4。首

先我们假设                 展开式合并后的项数为M(k,n)，则

我们可以得到(a+b+c+d+e+f+h)0=1，则这时M7,0=1，即

项数为1，又我们可以得到

(a+b+c+d+e+f+h)1=a+b+c+d+e+f+h

则此时M7,1=5，又我们可以得到

(a+b+c+d+e+f+h)2=a2+b2+c2+d2+e2+f2+h2+2ab+2ac+2a

d+2bc+2bd+2cd+2ae+2be+2ce+2de+2af+2bf+2cf+2df+2ef

+2ah+2bh+2ch+2dh+2eh+2fh

则此时M7,2=21。另外，在下图杨辉三角形中，

我们发现红框所在范围的数字序列恰好能够满足

(a+b+c+d+e+f+h)n的项数排列，而红框所在范围的通项

公式为 ，其中n次展开式的项数即为在杨
辉三角形中n+6行从左向右第7个数。

6 结论

本篇文章基于“杨辉三角形”的特点，创新地将

杨辉三角形与多项式展开式合并最终项数的关系进行

研究，并提出了一种快速确定不同幂次下的多项式展

开式合并最终项数的方法。并且对提出的方法进行了

数值验证，证明了该方法的正确性与鲁棒性。通过该

方法，可以快速确定不同项数和指数下的展开式合并

后的项数。
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